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积性函数的定义

定义

对于函数f，若函数满足对于任意互质的正整数x和y满
足f (xy) = f (x)f (y)，则称f为积积积性性性函函函数数数。

定义

特别的，若x和y不互质，也满足f (xy) = f (x)f (y)，则称f为完完完全全全
积积积性性性函函函数数数。

理解

积性函数：gcd(x , y) = 1 ⇒ f (xy) = f (x)f (y)

完全积性函数：对任意x , y都有f (xy) = f (x)f (y)
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常见的积性函数

1(n) = 1 （常数函数，完全积性）

id(n) = n （恒等函数，完全积性）

ε(n) = [n = 1] （单位函数）

φ(n) =
∑n

i=1[gcd(i , n) = 1] （欧拉函数）

d(n) =
∑n

i=1[i |n] （因数个数函数）
σ(n) =

∑
d |n d （因数和函数）

µ(n) （莫比乌斯函数）

重要性质

若f (x)和g(x)都是积性函数，则h(x) = f (x)g(x)也是积性函数。
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积性函数的求解方法一：质因数分解

设f为某个积性函数，假设x = pc11 pc22 pc33 . . . pckk ，则：

f (x) = f (pc11 )f (pc22 )f (pc33 ) . . . f (pckk )

算法流程

1 对x进行质因数分解

2 分别计算f (pcii )

3 将结果累乘得到f (x)

时时时间间间复复复杂杂杂度度度：：：O(
√
n × O(f ))

适用场景

单次查询，或者查询次数较少的情况。
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积性函数的求解方法二：欧拉筛

在欧拉筛的过程中，我们会遇到以下情况：

若若若i是是是质质质数数数：此时f (i)在大多数情况是好求的，直接计算即可

若若若筛筛筛非非非质质质数数数：考虑i被最小质因子p筛去的两种情况：

若p在i中第一次出现，则f (i × p) = f (i)f (p)

若p不是第一次出现，则f (i × p) = f (i)
f (pc ) × f (pc+1)，其

中c为i中p的次数

时时时间间间复复复杂杂杂度度度：：：O(n)

适用场景

需要预处理大量数的积性函数值的情况。
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例题1：因数个数查询

题目描述

给定q次询问，每次询问一个正整数x，请回答x的所有因数个
数。
数数数据据据范范范围围围：：：q ≤ 105, x ≤ 107

时时时间间间限限限制制制：：：1秒
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例题1：解题思路

问题分析

朴素做法：对每个x都进行因数分解，时间复杂度O(q
√
x)

当q = 105, x = 107时，总复杂度约为105 ×
√
107 ≈ 3× 108

显然会超时，需要优化

关键观察

因因因数数数个个个数数数函函函数数数d(x)是是是积积积性性性函函函数数数！！！
对于x = pc11 pc22 · · · pckk ，有：

d(x) = d(pc11 ) · d(pc22 ) · · · d(pckk ) =
k∏

i=1

(ci + 1)

这是因为pcii 的因数为{1, pi , p2i , . . . , p
ci
i }，共ci + 1个。
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例题1：详细解法

欧拉筛求解积性函数

利用积性函数的性质，可以在欧拉筛的过程中同时计算d(x)：

质质质数数数情情情况况况：：：若i是质数，则d(i) = 2（因数为1和i）

合合合数数数情情情况况况：：：设i被最小质因子p筛去

若p ∤ i：则gcd(i , p) = 1，d(i · p) = d(i) · d(p)
若p | i：设i = pc ·m，其中gcd(p,m) = 1
则d(i · p) = d(pc+1) · d(m) = (c + 2) · d(m)
而d(i) = (c + 1) · d(m)，所以d(i · p) = c+2

c+1 · d(i)

算法复杂度

预处理：O(n)，其中n = 107

单次查询：O(1)

总复杂度：O(n + q) = O(107)，完全可以接受
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例题1：代码实现

const int MAXN = 1e7 + 5;
int d[MAXN], cnt[MAXN]; // d[i]表示i的因数个数，cnt[i]表示i的最小质因子的次数
bool is_prime[MAXN];
vector<int> primes;

void sieve() {
fill(is_prime, is_prime + MAXN, true);
d[1] = 1;
for (int i = 2; i < MAXN; i++) {

if (is_prime[i]) {
primes.push_back(i);
d[i] = 2; // 质数的因数个数为2
cnt[i] = 1;

}
for (int j = 0; j < primes.size() && i * primes[j] < MAXN; j++) {

int p = primes[j];
is_prime[i * p] = false;
if (i % p == 0) {

cnt[i * p] = cnt[i] + 1;
d[i * p] = d[i] / (cnt[i] + 1) * (cnt[i * p] + 1);
break;

} else {
cnt[i * p] = 1;
d[i * p] = d[i] * d[p];

}
}

}
}
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例题2：华华给月月出题

题目描述

华华给月月出了一道数学题：计算 ⊕N
i=1i

N mod (109 + 7)
数数数据据据范范范围围围：：：1 ≤ N ≤ 1.3× 107

时时时间间间限限限制制制：：：1秒
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例题2：解题思路

问题分析

朴素做法：对每个i计算iN，时间复杂度O(N logN)

当N = 1.3× 107时，复杂度约为3× 108，可能超时

需要利用数学性质进行优化

关键观察

定定定义义义函函函数数数f (x) = xN，，，这这这是是是一一一个个个完完完全全全积积积性性性函函函数数数！！！

对于任意正整数a, b，都
有f (ab) = (ab)N = aNbN = f (a)f (b)

这意味着我们可以用欧拉筛的思想来计算所有f (i)的值

关键是避免重复的幂运算
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例题2：详细解法

欧拉筛优化

核核核心心心思思思想想想：：：利用完全积性函数的性质减少幂运算次数

质质质数数数情情情况况况：：：若i是质数，则f (i) = iN，需要用快速幂计算

合合合数数数情情情况况况：：：若i被最小质因子p筛去，则f (i · p) = f (i) · f (p)

复杂度分析

关关关键键键引引引理理理：：：质数定理告诉我们，小于等于N的质数个数约为 N
lnN

质数的幂运算：O
(

N
lnN logN

)
= O(N)

合数的乘法运算：O(N)

总复杂度：O(N)，相比朴素算法有显著提升

实现要点

使用欧拉筛模板，在筛质数的同时计算f值

注意取模运算，防止溢出

最后累加所有f (i)得到答案
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例题3：Bash Plays with Functions (Codeforces 757E)

题目描述

定义函数f0(n)为满足pq = n且gcd(p, q) = 1的有序对(p, q)的个
数。
定义递推关系：

fr+1(n) =
∑
pq=n

fr (p) + fr (q)

2

给定q次询问，每次询问fr (n) mod (109 + 7)的值。
数数数据据据范范范围围围：：：1 ≤ n, r , q ≤ 106
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例题3：思路分析

理解f0(n)

对于n = pc11 pc22 · · · pckk ，要使gcd(p, q) = 1且pq = n：

每个质因子pcii 只能完全分给p或q中的一个

有k个不同的质因子，每个有2种选择

因此f0(n) = 2ω(n)，其中ω(n)是n的不同质因子个数

关键观察

f0(n)是是是积积积性性性函函函数数数！！！
证明：设gcd(a, b) = 1，则ω(ab) = ω(a) + ω(b)
所以f0(ab) = 2ω(ab) = 2ω(a)+ω(b) = 2ω(a) · 2ω(b) = f0(a) · f0(b)
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例题3：递推关系分析

递推式变形

原递推式：fr+1(n) =
∑

pq=n
fr (p)+fr (q)

2
关关关键键键变变变形形形：：：fr+1(n) =

∑
d |n fr (d)

证证证明明明思思思路路路：：：

对于每个因子d |n，令p = d , q = n
d

在原式中，(d , n
d )和( nd , d)各贡献

fr (d)+fr (
n
d
)

2

总贡献为fr (d) + fr (
n
d )，对所有d |n求和即得新递推式

定理 (重要性质)

若f是积性函数，则g(n) =
∑

d |n f (d)也是积性函数。

推推推论论论：：：所有的fr (n)都是积性函数！
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例题3：详细解法

利用积性函数性质

对于质数幂pc，有递推关系：

fr (p
c) =

c∑
i=0

fr−1(p
i )

边边边界界界条条条件件件：：：f0(p
c) = 2（当c ≥ 1时），f0(1) = 1

预处理策略

由于n ≤ 106，质数幂的指数c ≤ ⌊log2(106)⌋ = 19

预处理所有质数p ≤ 106和所有r ≤ 106的fr (p
c)值

对于查询fr (n)，将n分解为质数幂的乘积，利用积性函数性
质计算

复杂度分析

预处理：O(r × π(
√
n)× log n)，其中π(x)是质数计数函数

单次查询：O(
√
n)（质因数分解）

总复杂度：可以接受
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加法原理和乘法原理

定理 (加法原理)

做某件事情有几种选择，每种选择的方案数之和就是做这件事情
的方案数。

定理 (乘法原理)

做某件事情分为几步，每步的方案数是独立的，则它们的积就是
做这件事情的方案数。

例子

加加加法法法原原原理理理：：：从A地到B地，可以坐火车（3种方案）或飞机（2种
方案），总共3 + 2 = 5种方案。
乘乘乘法法法原原原理理理：：：从A地经C地到B地，A到C有3种方案，C到B有2种方
案，总共3× 2 = 6种方案。
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排列

定义 (排列)

设集合S是一个n元集，序列a1, a2, . . . , ar满足ai ∈ S，且序列中
的元素两两不同，求有多少个这样的序列。

符符符号号号表表表示示示：：：

下降幂：nr = n · (n − 1) · (n − 2) · · · (n − r + 1)

上升幂：nr = n · (n + 1) · (n + 2) · · · (n + r − 1)

阶乘：n! = n · (n − 1) · · · 1，0! = 1

排列数：P(n, r) = Ar
n = n!

(n−r)!

注意

nr = (n − r + 1)r
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组合

定义 (组合)

设集合S是一个n元集，集合{a1, a2, . . . , ar}满足ai ∈ S，求有多
少个这样的集合。

符符符号号号表表表示示示：：： (
n

r

)
= C r

n =
nr

r !
=

n!

(n − r)!r !

常常常用用用恒恒恒等等等式式式：：：(n
m

)
=

(n−1
m−1

)
+
(n−1

m

)
（帕斯卡恒等式）(n

m

)
= n

m

(n−1
m−1

)(n
m

)
= n−m+1

m

( n
m−1

)(n
k

)
=

( n
n−k

)
（对称性）
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组合数的重要性质

定理 (二项式定理)

(x + y)n =
∑n

k=0

(n
k

)
xn−kyk

重重重要要要推推推论论论：：：∑n
k=0

(n
k

)
= 2n （令x = y = 1）∑n

k=0(−1)k
(n
k

)
= 0 （令x = 1, y = −1，n > 0）∑n

k=0 k
(n
k

)
= n · 2n−1∑n

k=0

(n
k

)2
=

(2n
n

)
（范德蒙德恒等式特例）

定理 (范德蒙德恒等式)∑r
k=0

(m
k

)( n
r−k

)
=

(m+n
r

)
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隔板法

问问问题题题：：：求不定方程x1 + x2 + · · ·+ xk = n的解的数量，其中xi为正
整数。

隔板法思想

将n个相同的球排成一行

在n − 1个空隙中选择k − 1个位置放隔板

隔板将球分成k组，每组至少有1个球

答案为
(n−1
k−1

)
变变变形形形问问问题题题：：：

若xi ≥ ai，则令yi = xi − ai，转化为
∑

yi = n −
∑

ai + k，
yi ≥ 0。此时若令

∑
ai = 0，则可得到方程非负解的个数

为
(n+k−1

k−1

)
。

若x1 + x2 + · · ·+ xk ≤ n，则引入松弛变量xk+1使
得x1 + x2 + · · ·+ xk + xk+1 = n，此时xk+1 ≥ 0，套用之前的
结论求解即可。
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网络路径计数

问问问题题题：：：在n ×m的网格图上，从(0, 0)走到(n,m)，每次只能向右
走或向上走，求方案数。

分析

总共需要走n +m步

其中向右走n步，向上走m步

问题转化为：在n +m个位置中选择n个位置向右走

答案为
(n+m

n

)
=

(n+m
m

)
扩扩扩展展展：：：如果有障碍物怎么办？

使用容斥原理

或者动态规划
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例题1：Lucky Numbers (Codeforces 630C)

题目描述

Petya喜欢幸运数字。我们称一个数字为幸运数字，当且仅当它
的所有数位都是7或8。
现在Petya想知道：有多少个位数不超过n的正整数是幸运数字？
数数数据据据范范范围围围：：：1 ≤ n ≤ 55

样例

输输输入入入：：：
2

输输输出出出：：：
6

解解解释释释：：：1位数有7, 8（2个）；2位数有77, 78, 87, 88（4个）；总
共6个。
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例题1：解题思路

问题分析

幸运数字的每一位都只能是7或8

需要统计位数从1到n的所有幸运数字个数

这是一个典型的乘法原理应用

按位数分类计算

1位位位数数数：：：只有7和8，共21 = 2个

2位位位数数数：：：每位都可以选7或8，共22 = 4个

3位位位数数数：：：每位都可以选7或8，共23 = 8个

一一一般般般地地地，，，k位位位数数数：：：共2k个

最终答案

总答案为：
∑n

i=1 2
i = 21 + 22 + · · ·+ 2n = 2(2n − 1) = 2n+1 − 2

公公公式式式推推推导导导：：：利用等比数列求和公式
∑n

i=1 2
i = 2 · 2n−1

2−1 = 2n+1 − 2
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例题2：Far Relative’s Birthday Cake (Codeforces 629A)

题目描述

Polycarp的远房亲戚过生日，他准备了一个n × n的方形蛋糕。蛋
糕被切成n2个小方块，每个方块要么有樱桃（用’C’表示），要么
没有（用’.’表示）。
如果两个樱桃在同一行或同一列，它们就会产生”幸福”。求总共
有多少对樱桃会产生幸福？
数数数据据据范范范围围围：：：1 ≤ n ≤ 100
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例题2：解题思路

分类计算

设第i行有ri个樱桃，第j列有cj个樱桃：

同同同行行行的的的樱樱樱桃桃桃对对对：：：第i行内部可以选择
(ri
2

)
对樱桃

同同同列列列的的的樱樱樱桃桃桃对对对：：：第j列内部可以选择
(cj
2

)
对樱桃

总总总答答答案案案：：：
∑n

i=1

(ri
2

)
+
∑n

j=1

(cj
2

)
实现细节

遍历整个网格，统计每行每列的樱桃数量

对于每行每列，如果樱桃数≥ 2，则贡献
(k
2

)
= k(k−1)

2

时间复杂度：O(n2)
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例题3：Beautiful Numbers (Codeforces 300C)

题目描述

给定两个不同的数字a, b（1 ≤ a < b ≤ 9）。
好好好数数数：：：只包含数字a和b的正整数。
极极极好好好数数数：：：既是好数，且其数位和也是好数的正整数。
求有多少个恰好n位的极好数？答案对109 + 7取模。
数数数据据据范范范围围围：：：1 ≤ a < b ≤ 9，1 ≤ n ≤ 106
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例题3：解题思路

问题分析

需要构造n位数，每位只能是a或b

构造的数的数位和也必须只包含数字a和b

这是组合数学与数字性质的结合

关键观察

设n位数中有i个数字a，(n − i)个数字b：

数数数位位位和和和：：：S = i · a+ (n − i) · b = n · b + i · (a− b)

排排排列列列方方方案案案数数数：：：在n个位置中选择i个位置放数字a，方案数
为
(n
i

)
合合合法法法条条条件件件：：：S必须是好数（只包含数字a和b）
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例题3：详细解法

算法流程

1 枚举i从0到n（a的个数）

2 计算对应的数位和S = i · a+ (n − i) · b
3 判断S是否为好数（只包含数字a和b）

4 如果S是好数，则累加
(n
i

)
到答案中

判断好数的方法

检查数字S的每一位是否都是a或b：

不断取S的个位数字，检查是否为a或b

如果某一位不是a或b，则S不是好数

时间复杂度：O(log S)
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例题3：Makes And The Product (Codeforces 817B)

题目描述

给定序列ai，求有多少个三元组(i , j , k)满足i < j < k且aiajak是
所有三个元素的乘积之中最小的。
数数数据据据范范范围围围：：：3 ≤ n ≤ 105, 1 ≤ ai ≤ 109
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例题3：解题思路

问题分析

首先需要找到所有三个元素乘积中的最小值

由于都是正整数，对序列排序后前三项乘积即为最小值

设最小乘积为p = a1a2a3（排序后）

问题转化为：有多少个(i , j , k)满足i < j < k且aiajak = p
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例题3：分类讨论

计数方法

设cnt[x ]表示序列中值为x的元素个数，分以下情况：

情情情况况况1：：：cnt[a1] ≥ 3 → 答案为
(cnt[a1]

3

)
情情情况况况2：：：cnt[a1] = 2或(cnt[a1] = 1 ∧ cnt[a2] = 1) → 答案
为cnt[a3]

情情情况况况3：：：cnt[a1] = 1 ∧ cnt[a2] > 1 → 答案为
(cnt[a2]

2

)
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例题4：The World is a Theatre (Codeforces 131C)

题目描述

从n个男孩和m个女孩中挑选一个t人小组，要求组内至少有1个
女孩和4个男孩，求方案数。
数数数据据据范范范围围围：：：n,m ≤ 30, t ≤ n +m

沈阳师范大学，人工智能学院，CEIT LAB 数学专题选讲(积性函数与组合计数) 2025/08/19 34 / 44



积性函数 组合计数 参考文献

例题4：解题思路

问题分析

需要选择t个人，其中至少1个女孩，至少4个男孩

可以枚举女孩的个数k，则男孩个数为t − k

约束条件：k ≥ 1且t − k ≥ 4，即1 ≤ k ≤ t − 4

组合数求解

对于固定的女孩个数k：

从m个女孩中选k个：
(m
k

)
从n个男孩中选t − k个：

( n
t−k

)
该情况的方案数：

(m
k

)
·
( n
t−k

)
最最最终终终答答答案案案：：：

t−4∑
k=1

(
m

k

)(
n

t − k

)
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例题5：The Intriguing Obsession (Codeforces 869C)

题目描述

有3个群岛A、B、C，分别有a、b、c个小岛。在其中建桥，要求
一个群岛内的任意两个小岛至少需要跨过3座桥才能到达。求建
桥方案数，答案对998244353取模。
数数数据据据范范范围围围：：：a, b, c ≤ 5000
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例题5：解题思路

约束分析

群岛内任意两岛至少跨3座桥→ 群岛内不能有桥
如果A群岛的岛u与B群岛的岛v有桥，则u和v都不能再连其
他桥

不同群岛对之间的桥互不影响

关键观察

问题可以分解为三个独立的子问题

分别计算AB、AC、BC群岛间的建桥方案数

最终答案为三者的乘积

沈阳师范大学，人工智能学院，CEIT LAB 数学专题选讲(积性函数与组合计数) 2025/08/19 37 / 44



积性函数 组合计数 参考文献

例题5：详细解法

两群岛间建桥方案

考虑A、B两群岛间建k座桥：

在A中选k个端点：
(a
k

)
在B中选k个端点：

(b
k

)
k个端点的配对方案：k!

该情况方案数：
(a
k

)(b
k

)
k!

最终公式

A、B间总方案数：

fab =

min(a,b)∑
k=0

(
a

k

)(
b

k

)
k!
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例题5：详细解法

最终答案：
fab · fac · fbc
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例题6：Count the Arrays (Codeforces 1312D)

题目描述

求满足如下条件的数列个数，答案对998244353取模：

长度为n

每个元素值域为1到m

有且仅有一对相等的元素

存在下标i，满足a1 < · · · < ai−1 < ai > ai+1 > · · · > an

数数数据据据范范范围围围：：：n,m ≤ 2× 105
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例题6：解题思路

结构分析

序列形如：a1 < · · · < ai−1 < ai > ai+1 > · · · > an

ai必须是序列中的最大值

有且仅有一对相等元素→ 序列中有n − 1个不同的数

关键观察

峰值位置的数必须是最大值

重复的数不能是最大值

重复的数必须分布在峰值两侧
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例题6：详细解法

分步计算

步步步骤骤骤1：：：选择n − 1个不同的数→
( m
n−1

)
步步步骤骤骤2：：：选择重复出现的数（不能是最大值）→ n − 2种选择
步步步骤骤骤3：：：安排数的位置

最大值固定在峰值位置

重复的数一个在左侧，一个在右侧

其余n − 3个数可选择左侧或右侧→ 2n−3

最终答案 (
m

n − 1

)
· (n − 2) · 2n−3
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Thank You!
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